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Beca ERC 2018: Regularitat i singularitats en EDP el·ĺıptiques

Xavier Ros-Oton
Universitat de Zuric

Una de les qüestions més bàsiques i importants
en l’estudi d’EDP és la regularitat:

Donada una EDP, són regulars totes les
solucions o poden tenir singularitats?

Un exemple clàssic és el problema XIX
de Hilbert (1900), que bàsicament demana-
va determinar si totes les solucions d’EDP
el·ĺıptiques variacionals són regulars. La qüestió
va ser finalment resolta per De Giorgi i Nash
l’any 1956 [6, 12, 13], i avui en dia és un dels te-
oremes més famosos i importants en el camp de
les EDP. Durant la segona meitat del segle xx,

la teoria de regularitat per a EDP el·ĺıptiques es
va desenvolupar enormement, amb treballs de
Caffarelli, Nirenberg, Krylov, Evans, i molts
d’altres. La pregunta general és entendre si
totes les solucions són regulars (com en el
problema de Hilbert) o si, en canvi, poden
tenir singularitats. Un exemple clàssic en el
qual apareixen singularitats és el problema de
Plateau, on les hipersuperf́ıcies que minimitzen
el funcional d’àrea poden tenir singularitats a
R8 i dimensions més altes [7]. Quan això passa,
la qüestió principal passa a ser l’estructura del
conjunt singular.
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Objectiu principal
Un dels objectius centrals d’aquest projec-
te ERC és desenvolupar noves tècniques que
permetin demostrar resultats de regularitat
genèrica per a EDP en les quals poden
aparèixer singularitats. En altres paraules, l’ob-
jectiu seria establir resultats que confirmessin
que, tot i que les solucions d’una certa EDP
poden tenir singularitats, les solucions corres-
ponents a gairebé tota condició de vora són
regulars. És a dir, que les singularitats poden
aparèixer però són molt poc usuals.

Aquest tipus de preguntes són a la vega-
da molt importants però francament dif́ıcils
d’obtenir: en paraules de Klainerman [9], «el
desenvolupament de mètodes que permetin
establir resultats de regularitat genèrica es pot
veure com un dels desafiaments més grans pel
camp de les EDP en el proper segle».

El projecte es centra principalment a es-
tudiar aquesta qüestió per a problemes de
frontera lliure. Aquest tipus de problemes han
estat una ĺınia de recerca molt important en
la comunitat d’EDP durant els darrers 60 anys
[2, 3, 4, 8, 10, 11, 18], i en els últims anys he
tingut la sort de contribuir-hi resolent alguns
problemes oberts en aquest context [1, 5, 14].

Però. . . què són els problemes de frontera
lliure?
Molts problemes de f́ısica, indústria, finan-
ces, biologia, probabilitat i altres àrees poden
ser descrits per EDP que tenen interf́ıcies
o fronteres que són desconegudes a priori.
S’anomenen «problemes de frontera lliure». Un
dels exemples més clàssics és el problema de
Stefan (1831), que modela transicions de fase
(com per exemple l’evolució d’un bloc de gel
desfent-se). Des del punt de vista matemàtic,

la pregunta més important en aquest context és
entendre la regularitat de les fronteres lliures.
El desenvolupament de la teoria de regularitat
per aquests problemes va començar a finals dels
anys setanta amb els treballs de Caffarelli (pels
quals va guanyar el premi Wolf el 2012 i el premi
Shaw el 2018), i des d’aleshores ha estat una
àrea de recerca molt activa.

Els millors resultats coneguts per al proble-
ma de Stefan (o el problema de l’obstacle, que
correspon al cas estacionari) són els següents:
la frontera lliure és C∞ fora d’un cert conjunt
de punts singulars [2, 8, 18]; i el conjunt de
punts singulars està contingut en una varietat
C1 de dimensió (n − 1) [3, 4, 11]. Els punts
singulars són aquells on es formen cúspides, i
poden aparèixer en qualsevol dimensió n ≥ 2
(vegeu Figures 1 i 2).

punts regulars
punt singular

Figura 1. Un exemple d’una frontera lliure amb un
únic punt singular. Es poden construir exemples
similars amb infinites cúspides.

Figura 2. Un exemple a R3 amb diferents tipus de
punts singulars.

La conjectura de Schaeffer
Com hem dit abans, un dels problemes més
importants en EDP és el desenvolupament de
mètodes per a demostrar resultats de regula-
ritat genèrica. En el context del problema de
l’obstacle (o el problema de Stefan), la qüestió
clau és entendre la regularitat genèrica de les
fronteres lliures ([15]):
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Conjectura (Schaeffer, 1974): Genèricament,
la frontera lliure al problema de l’obstacle és
C∞, sense cap punt singular.
Aquesta conjectura només s’ha demostrat al pla
[11], i no se sap res a R3 (el cas f́ısicament més
rellevant) ni tampoc en dimensions més altes.
És un dels problemes oberts més importants
en aquest context, i la seva resolució permetria
atacar problemes similars en altres tipus d’EDP
en les quals puguin aparèixer singularitats.
En general s’han pogut demostrar molt pocs
resultats en aquesta direcció, i la majoria
tracten els casos en els quals el conjunt singular
és molt petit (com el problema de l’obstacle a
R2 [11], o bé superf́ıcies mı́nimes a R8 [17]).

Un dels objectius més ambiciosos del projec-
te ERC és demostrar la conjectura de Schaeffer.
A més estudiarem també la pregunta anàlega
per al problema de Stefan (en què les solucions
depenen del temps). En aquest context no es
coneix cap resultat de regularitat genèrica, ni
tan sols a R2.

Altres objectius
Evidentment, el que he explicat aqúı és només
una part del projecte, però alhora central
i representativa del tipus de problemes que
s’estudiaran. Altres preguntes tracten la regu-
laritat per a EDP el·ĺıptiques completament no
lineals, de la forma

F (D2u) = 0 en Ω ⊂ Rn

o, més en general,

F (D2u,∇u, u, x) = 0 en Ω ⊂ Rn.

Les solucions d’aquestes equacions són sempre
C∞ en dimensió n = 2, mentre que en dimen-
sions n ≥ 5 hi ha exemples de singularitats
(solucions u per a les quals D2u no és acotat).
Un dels problemes oberts més importants en
aquest context és entendre què passa a R3 i R4.
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Conversa a dues bandes
Carles Bonet i Narćıs Clara
Albert Avinyó
Editor de la SCM/Not́ıcies

La conversa d’aquesta SCM/Not́ıcies és entre
Carles Bonet, professor del Departament de
Matemàtiques de la UPC, i Narćıs Clara,
professor del Departament d’Informàtica, Ma-
temàtica Aplicada i Estad́ıstica de la UdG.
El fet que els uneix a tots dos, a més de ser
matemàtics, és el seu coneixement de la vida
parlamentària. El primer va ser membre del
Parlament de Catalunya i del Senat espanyol
durant més de deu anys, mentre que el segon
va ser escollit parlamentari en les darreres
eleccions catalanes, tot just fa un any.

El text que trobareu a continuació és una
transcripció de gran part de la conversa que
vam mantenir en un restaurant italià, tot just
després que en Narćıs sort́ıs d’un dels darrers
plens del Parlament de l’any 2018.

Narćıs: Hola, Carles.
Carles: Hola, Narćıs.

N: Potser podem començar explicant com va
ser el teu procés fins a arribar a ser parlamentari
i abandonar, durant un temps bastant llarg, la
teva activitat acadèmica.
C: Em vaig presentar per primera vegada a les
eleccions l’any 1991 i va ser conseqüència, com
tu dius, de tot un procés. . . Durant la meva
època de professor universitari havia creat un
grup catalanista amb Marcel·ĺı Perelló, germà
d’en Carles, que ens va portar a editar una
revista catalanista, el Full i, més tard, a fundar
el Cercle Ramon Llull. Tot això, va donar lloc a
presentar-me a les eleccions municipals del 1991
per Esquerra Republicana. No vaig sortir elegit
però, després de tot un seguit de vicissituds
i canvis en el partit i de les quals ara no

cal parlar, vaig presentar-me a les eleccions al
Parlament de Catalunya del 1999; vaig sortir
escollit i vaig ser nomenat senador al Parlament
a Madrid. Tot això va durar fins al 2011. És a
dir, que vaig estar més d’onze anys sense fer cap
derivada.

N: Jo en porto només un! El meu cas és
una mica diferent, La meva entrada en la
poĺıtica és com a conseqüència dels fets del
27 d’octubre (declaració de la independència,
instauració del 155 i, aleshores, convocatòria
d’eleccions per part de Mariano Rajoy), Carles
Puigdemont intenta fer una llista unitària però
en no aconseguir-ho, n’ha de fer una altra,
podem dir que una mica precipitadament. En
aquell moment, vaig rebre una trucada per
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